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1 Introduzione

È noto 
he qualunque sistema ma
ros
opi
o, per esempio una mole di gas, è


omposto da un numero enorme (∼ 1023) di mole
ole, singolarmente assimila-

bili a punti materiali. In linea di prin
ipio, se ad un 
erto istante di tempo

t0 lo stato di tutte queste mole
ole fosse noto saremmo in grado di 
al
olare

l'evoluzione del sistema ad ogni istante su

essivo per mezzo dell'equazione di

Newton, se trattiamo il sistema 
lassi
amente, o di S
hrödinger se lo trattiamo

quantisti
amente. In entrambi i 
asi, le equazioni del moto 
he ne risultano sono

invarianti per trasformazioni di time reversal.

D'altra parte, i sistemi ma
ros
opi
i possono essere des
ritti an
he ad un

livello più alto, ignorando del tutto il loro substrato mole
olare. In questo ap-

pro

io, lo stato del sistema è des
ritto da un numero ridotto di 
oordinate ter-

modinami
he de�nite operativamente (ne sono esempi pressione, temperatura,

volume, e

.). Inoltre tale des
rizione è auto
onsistente, nel senso 
he l'evo-

luzione del sistema è espressa da equazioni 
he non fanno intervenire al
una

grandezza mi
ros
opi
a. Tuttavia, queste equazioni non sono invarianti per ti-

me reversal: per esempio esiste una quantità, l'entropia, 
he non può de
res
ere

nel tempo �n
hè il sistema è mantenuto isolato.

Da queste premesse è 
hiaro 
he le leggi �di alto livello�, 
ioè le leggi del-

la termodinami
a, non possono essere dedotte solo a partire dalla dinami
a

mole
olare. È ne
essaria qual
he ipotesi ulteriore 
he permetta il manifestarsi

dell'irreversibilità: queste sono le ipotesi 
he stanno alla base della me

ani
a

statisti
a.

A un livello intermedio tra la des
rizione mole
olare e quella termodinami
a

si situa la master equation:

dPj

dt
=

∑

j′

(Wjj′Pj′ −Wj′jPj) (1)

In essa j e j′ sono indi
i 
he eti
hettano gli stati del sistema (
ome pre
iseremo

meglio in seguito), Pj(t) è la probabilità 
he il sistema si trovi nel j-esimo stato

al tempo t, e Wjj′ è la probabilità per unità di tempo di una transizione dallo

stato j′ allo stato j. Il signi�
ato dell'equazione è intuitivamente 
hiaro: la

variazione di Pj per unità di tempo è uguale alla probabilità 
he il sistema salti
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nello stato j da un qualunque altro stato, meno la probabilità 
he il sistema

salti da j ad un qualunque altro stato. Le Wjj′ dipendono dalla struttura del

sistema, mentre le Pj(t) des
rivono la situazione al tempo t; queste ultime sono

soggette all'ulteriore ovvia 
ondizione

∑

j Pj(t) = 1.
Le proprietà delle soluzioni della master equation sono state studiate detta-

gliatamente nella letteratura matemati
a; in parti
olare si dimostra 
he ogni sua

soluzione tende, nel limite t→ ∞, a raggiungere una distribuzione asintoti
a di

equilibrio: essa quindi non è più invariante per time reversal. Ne segue 
he, se

vogliamo far vedere in 
he modo emerga l'irreversibilità, è su�
iente derivare

la (1) sulla base delle 
aratteristi
he della dinami
a mole
olare e di assunzioni

aggiuntive, la 
ui natura è da 
hiarirsi.

2 Derivazione 
lassi
a

Consideriamo un insieme di N mole
ole interagenti tra loro 
on un opportuno

potenziale, e sia n il numero di gradi di libertà del sistema 
osì ottenuto (se

non 
i fossero interazioni sarebbe sempli
emente n = 3N). Classi
amente, lo

stato del sistema è des
ritto da un punto mobile P in uno spazio delle fasi a 2n
dimensioni (tradizionalmente 
hiamato Γ-spazio) su 
ui possiamo introdurre


oordinate 
anoni
he q1, . . . , qn e p1, . . . , pn. Se H è l'hamiltoniana del sistema,

l'evoluzione di P è des
ritta dalle equazioni di Hamilton:

dqi

dt
=
∂H(q, p)

∂pi
e

dpi

dt
= −

∂H(q, p)

∂qi

(i = 1 . . . n) 
he, unitamente alla 
onos
enza dello stato iniziale, permettono di


onos
ere lo stato del sistema ad un qualunque istante su

essivo.

Per sempli
ità, nel seguito supporremo sempre 
he la dipendenza di H dalle

pi sia quadrati
a

1

; allora H(q, p) = H(q,−p) ed è 
hiaro 
he a partire da ogni

soluzione

{

qi = qi(t)

pi = pi(t)

delle equazioni di Hamilton è possibile ottenere una se
onda soluzione sempli-


emente ponendo

{

qi = qi(−t)

pi = −pi(−t)

In altre parole, la trasformazione (q, p) → (q,−p) nel Γ-spazio porta orbite del

sistema in orbite del sistema (per
orse in senso inverso). Questa 
on
lusione si

riassume di
endo 
he �la me

ani
a 
lassi
a è invariante per trasformazioni di

time reversal�.

1

Ciò è falso, ad esempio, in presenza di 
ampi magneti
i o se il sistema si trova in quiete

in un riferimento rotante. In 
asi 
ome questi la trasformazione di time reversal diventa più


omplessa della sempli
e sostituzione t → −t.
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Bisogna notare 
he la traiettoria des
ritta da P nel Γ-spazio, pur essendo di

lasse C∞

, apparirà su una s
ala di lunghezza ma
ros
opi
a 
ome estremamente

turbolenta, e di fatto 
ostituita da una serie di salti improvvisi da uno stato

all'altro. Oltre a 
iò o

orre rimar
are l'estrema sensibilità ai dati iniziali del

problema: due sistemi uguali 
he partono da stati mi
ros
opi
amente vi
ini

(per esempio, 
he di�eris
ono solo per la posizione di qual
he mole
ola) possono

ritrovarsi, a seguito delle rapide 
ollisioni tra una mole
ola e l'altra, in due

regioni estremamente lontane del Γ-spazio. Sono proprio queste 
aratteristi
he


he 
i permetteranno nel seguito di trattare l'evoluzione del sistema 
ome un

pro
esso 
asuale.

Una grandezza termodinami
a A asso
iata al sistema è una funzione a

valori reali de�nita sul Γ-spazio: A(q, p). È noto 
he qualsiasi operazione di

misura determinerà A solo a meno di una 
erta pre
isione �nita ∆a: possiamo

sfruttare questo fatto per �dis
retizzare� i possibili valori di A in una su

essione

(numerabile) di intervalli, 
ias
uno di ampiezza ∆a:

. . . , a−2, a−1, a0, a1, a2 . . . 
on aµ+1 − aµ = ∆a

Con questa operazione abbiamo 
he 
ias
una grandezza termodinami
a de�nis
e

sul Γ-spazio una famiglia di luoghi di punti del tipo

aµ ≤ A(q, p) ≤ aµ+1 (2)

al variare di µ ∈ Z; la misura di A determina a quale di questi luoghi appartiene

P (il punto rappresentativo del sistema).

La determinazione dello stato ma
ros
opi
o del sistema sarà 
ompiuta una

volta 
he si siano misurate un 
erto numero di grandezze termodinami
he di-

verse, di
iamo m; indi
heremo 
ias
una di esse 
on la notazione A(k)(q, p)
(k = 1 . . .m). La misurazione simultanea di tutte queste grandezze equivale

ad asserire 
he P si trova nell'intersezione di tutti gli m insiemi (2) de�niti da


ias
una grandezza:

a(k)µ ≤ A(k)(q, p) ≤ a
(k)
µ+1 ∀k

Regioni di questo tipo saranno 
hiamate 
elle di fase e rappresentano la miglio-

re approssimazione al 
on
etto di �stato� a 
ui il nostro osservatore ma
ros
opi
o

può aspirare. Si noti 
he la generi
a 
ella cj avrà un volume pari a

Gj =

∫

cj

dq1 . . . dqn dp1 . . . dpn

Naturalmente ad ogni 
ella di fase sono asso
iati in�niti stati mi
ros
opi
i, 
ioè

in�niti punti del Γ-spazio, 
he però non possono essere dis
riminati dall'osserva-

tore ma
ros
opi
o. Da ognuno di questi punti ha origine un'orbita del sistema,

e per di più un qualunque insieme di tali punti dà origine a un fas
io di orbi-

te 
he si espandono velo
mente in tutte le direzioni, seguendo per
orsi molto


ompli
ati e irregolari. Ne segue 
he se P si trova nella j-esima 
ella all'istante

t = 0, ad un su

essivo istante t > 0 esso potrà trovarsi in una qualunque altra


ella.
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Sembra 
osì 
he le osservazioni ma
ros
opi
he non siano assolutamente in

grado di fornire abbastanza informazioni per poter 
ostruire delle equazioni del

moto deterministi
he 
he 
oinvolgano solo le 
elle di fase. Si direbbe piuttosto


he il punto P evolva 
ome in un pro
esso di�usivo, tale e quale (per esempio)

al moto Browniano nello spazio tridimensionale. Per questo motivo può esse-

re ragionevole studiare la situazione usando i metodi propri della teoria della

di�usione, 
ioè 
ome un pro
esso sto
asti
o.

Supponiamo 
he il sistema si trovi inizialmente nella j-esima 
ella e 
onsi-

deriamo un ensemble E 
he all'istante t = 0 abbia densità 
ostante in cj e nulla

al di fuori. De�niamo la probabilità del sistema di essere nella 
ella j′ al tempo

t (e s
riviamo Tj′j(t)) 
ome quella frazione dell'ensemble 
he si trova al tempo

t > 0 nella 
ella cj′ . Dalla de�nizione è 
hiaro 
he devono valere le seguenti tre

proprietà:

Tj′j(0) = δj′j (all'istante zero il sistema è senz'altro nella 
ella cj); (3a)

Tj′j(t) ≥ 0 (tutte le probabilità sono non negative); (3b)

∑

j′

Tj′j(t) = 1 (ad ogni istante il sistema si trova in qual
he 
ella). (3
)

Introdu
iamo ora la fondamentale:

Ipotesi di 
asualità. L'evoluzione del sistema è un pro
esso di Markov: ad

ogni istante di tempo P si muove in maniera indipendente dalla sua storia

passata.

Questa ipotesi si 
on
retizza matemati
amente nell'equazione di Chapman-

Kolmogorov:

Tj′j(t1 + t2) =
∑

j′′

Tj′j′′ (t2)Tj′′j(t1) (4)

L'interpretazione �si
a è la seguente. Fa

iamo evolvere l'ensemble E sopra de-

s
ritto �no al tempo t = t1; 
iò fatto, nella generi
a 
ella di fase cj′′ avremo per

de�nizione esattamente Tj′′j(t1) punti di E , distribuiti in qual
he modo 
ompli-


ato. Supponiamo di redistribuire uniformemente questi punti su 
ias
una cj′′ ;

dopo questa operazione fa

iamo evolvere gli ensemble 
osì ottenuti da t = t1
�no a t = t2. In�ne, 
ontiamo il numero di punti di E 
he si trovano in ogni


ella e 
onfrontiamo questi valori 
on Tj′j(t1 + t2), 
ioè 
on la frazione di punti

di E 
he si troverebbe in ogni 
ella a seguito di un'evoluzione indisturbata per

il tempo t1 + t2. Se si ottiene lo stesso risultato, la di�usione in esame è un

pro
esso di Markov.

In altre parole, l'equazione di Chapman-Kolmogorov asseris
e 
he l'opera-

zione di redistribuzione intermedia non ha al
una in�uenza sul risultato. Poi
hè

l'e�etto di questa redistribuzione è quello di 
an
ellare tutte le informazioni 
he

riguardano la storia passata dei vari punti dell'ensemble, si tratta e�ettivamente

di una formalizzazione dell'ipotesi di 
asualità.

Allo stesso tempo si 
apis
e an
he 
ome questa ipotesi sia proprio 
iò 
he

man
ava alla dinami
a mole
olare per poter dare origine a leggi di livello supe-

riore. Infatti, se esistono delle equazioni deterministi
he 
he si basano solo sulla
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onos
enza della 
ella di fase o

upata dal sistema, allora la posizione esatta

di P all'interno della 
ella dev'essere in un qual
he senso inessenziale. E allora

è 
hiaro 
he la redistribuzione dei punti dell'ensemble all'interno della 
ella di

fase non può in�uire sulla distribuzione �nale.

Dimostriamo ora 
he l'ipotesi di 
asualità 
ondu
e alla master equation; a

tale s
opo, 
er
hiamo una versione di�erenziale della (4). De�niamo anzitutto

la matri
e delle probabilità di transizione W 
ome segue:

• se j′ 6= j, alloraWj′j è la probabilità per unità di tempo 
he P passi dalla


ella cj alla 
ella cj′ ;

• se j′ = j allora Wj′j = 0.

In altre parole la diagonale prin
ipale è nulla per de�nizione. Poniamo altresì

Kj′ =
∑

j′′

Wj′′j′

Il signi�
ato di Kj′ è dunque quello di probabilità (per unità di tempo) 
he il

sistema abbandoni la 
ella j′.

Consideriamo ora l'evoluzione del sistema per un intervallo di tempo ∆t
in�nitesimo. Allora Tj′j si può esprimere 
ome segue:

Tj′j(∆t) =Wj′j∆t+ δj′j (1−Kj′∆t) (5)

in 
ui il se
ondo addendo gestis
e il 
aso j′ = j (permanenza del sistema nella


ella originaria). Che la (5) sia 
orretta lo si può veri�
are an
he 
al
olando

espli
itamente

∑

j′ Tj′j 
he 
orrisponde ad una 
ertezza, 
ome deve essere in

virtù della proprietà (3
).

Valutiamo ora Tj′j(t + ∆t) usando l'equazione di Chapman-Kolmogorov e

sostituendo la (5):

Tj′j(t+∆t) =
∑

j′′

(Wj′j′′∆t+ δj′j′′(1 −Kj′∆t))Tj′′j(t)

=
∑

j′′

(Wj′j′′Tj′′j(t)∆t+ δj′j′′Tj′′j(t)−Kj′δj′j′′Tj′′j(t)∆t)
(6)

Questa uguaglianza si ris
rive fa
ilmente 
ome un rapporto in
rementale por-

tando a primo membro l'addendo

∑

j′′ δj′j′′Tj′′j(t) = Tj′j(t) e dividendo tutto

per ∆t:

Tj′j(t+∆t)− Tj′j(t)

∆t
=

∑

j′′

(Wj′j′′Tj′′j(t)−Kj′δj′j′′Tj′′j(t))

Passando al limite per ∆t → 0 e ri
ordando la de�nizione dei Kj′ si ottiene in

de�nitiva

d

dt
Tj′j(t) =

∑

j′′

(Wj′j′′Tj′′j(t)−Wj′′j′Tj′j(t)) (7)

5



Introdu
iamo le probabilità di o

upazione Pj′ (t) (probabilità 
he il sistema sia

nella 
ella cj′ al tempo t):

Pj′ (t) =
∑

j

Tj′j(t)Pj(0) (8)

La (7) 
i di
e allora 
he

d

dt
Pj′ (t) =

∑

j

dTj′j

dt
Pj(0) =

∑

j

∑

j′′

(Wj′j′′Tj′′j(t)−Wj′′j′Tj′j(t))Pj(0)

ossia

d

dt
Pj′ (t) =

∑

j′′

(Wj′j′′Pj′′ (t)−Wj′′j′Pj′′ (t))


he è proprio la (1).

3 Derivazione quantisti
a

Nei fenomeni 
he avvengono su s
ala atomi
a la me

ani
a 
lassi
a 
ade in

difetto, e va sostituita 
on la me

ani
a quantisti
a. Mostreremo adesso 
he,

partendo da una des
rizione quantisti
a del moto delle mole
ole e formulando

assunzioni analoghe all'ipotesi di 
asualità (ma in qual
he senso più sottili), si

arriva ugualmente

2

all'espressione (1).

Nell'appro

io quantisti
o lo stato mi
ros
opi
o del nostro sistema di N

mole
ole sarà des
ritto da un vettore

3

∣

∣ψ(t)
〉

in uno spazio di Hilbert 
omplesso

H. La sua evoluzione è des
ritta dall'equazione (temporale) di S
hrödinger:

i~
d

dt

∣

∣ψ(t)
〉

= H
∣

∣ψ(t)
〉

(9)

dove H è l'operatore hamiltoniano. Quest'ultimo sarà senz'altro indipendente

dal tempo (per
hè il sistema è isolato) e darà origine uni
amente ad uno spettro

dis
reto, eventualmente numerabile (per
hè il sistema non è libero di andare

all'in�nito).

La generi
a soluzione della (9) si s
rive 
ome variazione delle 
ondizioni di

interferenza tra le ampiezze dello stato in rappresentazione energia:

∣

∣ψ(t)
〉

=
∑

n

e−
i
~
Ent

∣

∣un
〉〈

un|ψ(0)
〉

(10)

dove

∣

∣un
〉

è l'autovettore dell'hamiltoniano relativo all'autovalore En. Si noti


he H 
omprende l'interazione, e quindi il suo spettro può avere degenerazione

2

Stori
amente, la master equation fu derivata per la prima volta da Pauli (1928) proprio

in ambito quantisti
o, identi�
ando gli stati ma
ros
opi
i 
on i singoli autostati di un ha-

miltoniano imperturbato e le probabilità di transizione 
on il modulo quadro degli elementi

di matri
e della perturbazione. Questa interpretazione è in realtà infondata (sebbene porti

talvolta a risultati 
orretti), 
ome mostreremo.

3

Più pre
isamente da un raggio, 
ioè da un vettore di norma unitaria e fase qualunque.
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solo a

identale. Per sempli
ità supporremo nel seguito 
he non vi siano del

tutto autovalori degeneri.

È nuovamente essenziale sottolineare 
he il 
al
olo espli
ito degli autostati

di H è assolutamente impossibile, an
ora più di quanto già non fosse il 
al
olo

della traiettoria 
lassi
a nel Γ-spazio.
Poi
hè il sistema possiede analogo 
lassi
o, la posizione è un'osservabile

massima. In questa rappresentazione la (9) si s
rive

i~
∂ψ(x, t)

∂t
= Hψ(x, t) (11)

Supponendo H reale

4

, l'invarianza per time reversal segue allora dal fatto 
he,

se ψ(x, t) è una soluzione della (11), la funzione d'onda 
oniugata ψ∗(x, t) (
he

orrisponde allo stato temporalmente invertito di

∣

∣ψ
〉

) soddisfa l'equazione

−i~
∂ψ∗(x, t)

∂t
= Hψ∗(x, t)


he si ottiene dalla (11) prendendo il 
oniugato di ambo i membri. Quindi, se

ψ(x, t) è una soluzione della (9) lo è an
he ψ∗(x,−t). Sotto questo punto di

vista, me

ani
a 
lassi
a e quantisti
a non presentano al
una di�erenza

5

.

Ad ogni grandezza �si
a de�nita sul sistema 
orrisponde un operatore au-

toaggiunto A de�nito su H. Nella rappresentazione in 
ui H è diagonale, a

questo operatore sarà asso
iata la matri
e

Amn =
〈

um|A|un
〉

oppure, in des
rizione di Heisenberg:

A(t)mn = Amne
i
~
(Em−En)t

(12)

Da 
iò si vede 
he A è una 
ostante del moto se e solo se [H,A] = 0, ossia se e

solo se Amn è diagonale.

Dobbiamo ora a�rontare il problema di 
ome si possano distinguere le quan-

tità ma
ros
opi
amente osservabili dalle altre. Comin
iamo notando 
he gli

elementi di Amn 
he sono lontani dalla diagonale prin
ipale sono asso
iati a

rapide variazioni di A nel tempo. Più pre
isamente, sia ∆E la minima di�e-

renza di energia nel sistema misurabile ma
ros
opi
amente. Se
ondo la (12) gli

elementi di matri
e per 
ui |Em − En| > ∆E subiranno nel 
orso dell'evoluzione

�uttuazioni di periodo

~

|Em−En|
, e quindi ma
ros
opi
amente inosservabili per

via della pi

olezza di ~.

Questo fenomeno suggeris
e 
he le quantità 
he variano apprezzabilmente nel

tempo da un punto di vista ma
ros
opi
o sono quelle 
he nella rappresentazione

energia sono �quasi-diagonali�, 
ioè hanno elementi di matri
e non nulli solo

4

An
he in questo 
aso, 
iò es
lude la presenza di 
ampi magneti
i e riferimenti rotanti.

5

Ciò è vero per
hè il sistema è isolato, e l'evoluzione 
he 
onsideriamo è quella dovuta al

suo hamiltoniano. Sull'invarianza per time reversal delle operazioni di misura, 
he ri
hiedono

un'interazione 
on l'esterno, il dibattito è di fatto an
ora aperto.
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vi
ino alla diagonale prin
ipale. Questa proprietà essenziale si può an
he vedere


ome segue: gli elementi di matri
e del 
ommutatore [H,A] sono dati da

[H,A]mn =
〈

um|HA|un
〉

−
〈

um|AH |un
〉

= (Em − En)Amn

Se ri
hiediamo 
he Amn sia tras
urabile per livelli energeti
i distanti tra loro

abbiamo 
he [H,A]mn è sempre prossimo a zero. Così le quantità ma
ros
opi
he

sono quelle per 
ui è �approssimativamente� [H,A] = 0.
Costruiamo adesso l'analogo delle �
elle di fase� 
lassi
he; per sempli
ità,

limitiamo
i al 
aso in 
ui esiste una sola osservabile ma
ros
opi
a A. Partiamo


ol suddividere lo spettro dell'energia in intervalli di lunghezza ∆E (tra 
ui

quindi sia possibile dis
riminare 
on osservazioni ma
ros
opi
he); otteniamo


osì una sequenza numerabile di intervalli (shell) 
he eti
hettiamo 
on un indi
e

µ. Ogni shell 
ontiene tanti livelli energeti
i mi
ros
opi
i:

H =
∑

n

∣

∣un
〉

En

〈

un
∣

∣ =
∑

µ

∑

n∈µ

∣

∣un
〉

En

〈

un
∣

∣

In 
ias
uno shell individuiamo un valore medio di riferimento Eµ. Possiamo

quindi de�nire un operatore hamiltoniano �tron
ato�:

H̃ =
∑

µ

Eµ

∑

n∈µ

∣

∣un
〉〈

un
∣

∣

Chiaramente la grandezza ma
ros
opi
a �energia� è rappresentata ugualmente

bene da H̃ .

Consideriamo ora A. Esso si s
rive

A =
∑

n

∑

m

∣

∣um
〉

Amn

〈

un
∣

∣

Can
elliamo daAmn tutti gli elementi 
he 
ollegano due shell diversi. Otteniamo


osì un nuovo operatore A′
dato da

A′ =
∑

µ

∑

n∈µ

∑

m∈µ

∣

∣um
〉

Amn

〈

un
∣

∣

Possiamo 
onsiderare pi

olo l'errore 
ommesso nel passare da A ad A′
, per
hè

per ipotesi gli uni
i elementi non nulli di Amn sono quelli per 
ui è |Em − En| ≪
∆E. Il nuovo operatore A′


ommuta 
on l'hamiltoniano tron
ato H̃ , per 
ui i

due possono essere diagonalizzati simultaneamente tramite una trasformazione

unitaria (diversa per ogni shell). Ne risulta, per ogni valore di µ, un sistema


ompleto di ket

∣

∣χµ
ρ

〉

tali 
he

{

H̃
∣

∣χµ
ρ

〉

= Eµ

∣

∣χµ
ρ

〉

A′
∣

∣χµ
ρ

〉

= Aµ
ρ

∣

∣χµ
ρ

〉

Dividiamo ora lo spettro di A′
in intervalli di grandezza ∆A (an
ora una vol-

ta, ∆A sarà pari alla più pi

ola di�erenza nei valori di A ma
ros
opi
amente

8



rilevabile); è impli
ita in 
iò la ri
hiesta 
he 
ias
uno di questi intervalli 
on-

tenga un gran numero di autovalori Aµ
ρ diversi. Eti
hettiamo questi nuovi shell


on l'indi
e ν. Possiamo de�nire un operatore tron
ato sostituendo tutti gli

autovalori Aµ
ρ (per ρ ∈ ν) 
on un valore medio Aµ

ν opportunamente s
elto:

Ã =
∑

µ

∑

ν

Aµ
ν

∑

ρ∈ν

∣

∣χµ
ρ

〉〈

χµ
ρ

∣

∣

Per 
ostruzione, �n
hè usiamo misure ma
ros
opi
he la grandezza A sarà rap-

presentata ugualmente bene dall'operatore tron
ato Ã.

Il passo �nale 
onsiste nell'osservare 
he i vettori

∣

∣χµ
ρ

〉

al variare di ρ ∈ ν

generano un sottospazio lineare di H, 
he identi�
hiamo 
on la 
ella di fase

quantisti
a. Per sempli
ità rieti
hettiamo le 
elle 
on l'uni
o indi
e j anzi
hè

i due indi
i µ e ν. Cias
una 
ella avrà una dimensione �nita, di
iamo Gj , in

generale an
ora molto grande. S
riveremo d'ora in poi

∣

∣ξji
〉

per indi
are un

qualunque sistema ortonormale (eventualmente gli stessi

∣

∣χµ
ρ

〉

) 
he fa

ia da

base per la j-esima 
ella (i = 1 . . .Gj).

I vettori

∣

∣ξji
〉

formano un insieme 
omune di autovettori degli operatori

tron
ati H̃ e Ã, si ha 
ioè

{

H̃
∣

∣ξji
〉

= Ej

∣

∣ξji
〉

Ã
∣

∣ξji
〉

= Aj

∣

∣ξji
〉

dove Ej e Aj sono nuove notazioni per Eµ e Aµ
ν , rispettivamente.

Riassumendo, abbiamo de�nito, partendo dall'ipotesi 
he [H,A] fosse ap-

prossimativamente nullo, operatori tron
ati H̃ e Ã ma
ros
opi
amente indistin-

guibili da H e A e 
he 
ommutano tra di loro; le 
elle di fase si identi�
ano

allora 
on i loro autospazi 
omuni, generati dal sistema ortonormale dei

∣

∣ξji
〉

.

Il generi
o stato

∣

∣ψ
〉

del sistema si s
riverà su questa base nella maniera usuale:

∣

∣ψ
〉

=
∑

j

Gj
∑

i=1

∣

∣ξji
〉〈

ξji|ψ
〉

(13)

Possiamo dunque de�nire la probabilità di o

upazione della j-esima 
ella sem-

pli
emente 
ome

Pj(t) =

Gj
∑

i=1

∣

∣

〈

ξji|ψ(t)
〉∣

∣

2
(14)

Il valor medio (nel senso quantisti
o del termine) della grandezza A sarà allora,

usando la (13):

〈

ψ|A|ψ
〉

≃
〈

ψ|Ã|ψ
〉

=
∑

j

Aj

∣

∣

〈

ξji|ψ
〉∣

∣

2
=

∑

j

AjPj

Con 
iò abbiamo ottenuto una des
rizione ma
ros
opi
a del sistema in termini

delle sole probabilità Pj . Si noti 
he non è stato ne
essario parlare di ensemble:

9



il 
on
etto di stato quantisti
o infatti porta già in sè l'idea di una distribuzione

di probabilità sullo spazio delle fasi.

Possiamo ora a�rontare il problema di derivare la master equation, 
ioè di

trovare le leggi di evoluzione per le Pj . La (14) mostra 
he questo problema si

ridu
e a determinare le ampiezze

〈

ξji|ψ(t)
〉

in funzione delle

〈

ξji|ψ(0)
〉

. Indi-


ando d'ora in poi per brevità 
on U(t, 0) l'operatore (unitario) di evoluzione

del sistema, si ha:

〈

ξji|ψ(t)
〉

=
〈

ξji|U(t, 0)|ψ(0)
〉

=
∑

j′

Gj′
∑

i′=1

〈

ξji|U(t, 0)|ξj′i′
〉〈

ξj′i′ |ψ(0)
〉

Sostituendo la pre
edente nella (14) e riordinando le sommatorie si ottiene:

Pj(t) =
∑

j′

∑

j′′

Gj′
∑

i′=1

Gj′′
∑

i′′=1





Gj
∑

i=1

〈

ξji|U(t, 0)|ξj′i′
〉〈

ξji|U(t, 0)|ξj′′i′′
〉∗





〈

ξj′i′ |ψ(0)
〉〈

ξj′′i′′ |ψ(0)
〉∗

(15)

La (15) mostra 
he Pj(t) non è determinato uni
amente dalla 
onos
enza delle

probabilità all'istante iniziale Pj(0); è inve
e ne
essaria la 
onos
enza del sistema

a livello mi
ros
opi
o. Questo risultato era in un 
erto senso inevitabile, per
hè

�nora non abbiamo introdotto al
una 
onsiderazione di tipo statisti
o.

A questo punto, l'appro

io standard 
onsiste nel rimettere in gio
o il 
on-


etto di ensemble, sulla falsariga di quanto fatto 
lassi
amente. Più in dettaglio,

si suppone 
he l'equazione per Pj(t) debba essere mediata su un ensemble di

sistemi nello stesso stato ma
ros
opi
o, e si postula 
he:

〈

ξj′i′ |ψ(0)
〉〈

ξj′′i′′ |ψ(0)
〉∗ ens

= δj′j′′δi′i′′
Pj′(0)

Gj′
(16)

La pre
edente 
ontiene sia un �postulato di eguale probabilità a priori�, sia un

�postulato delle fasi 
asuali�. Si assume 
ioè da un lato 
he i diversi stati

∣

∣ξji
〉


ontenuti in 
ias
una 
ella di fase abbiano eguale probabilità di essere o

upati

dal sistema, e dall'altro 
he lo stato iniziale sia privo di 
oerenze. Chiaramente

la (16) porta al risultato desiderato, per
hè sostituita nella (15) da:

Pj(t) =
∑

j′

1

Gj′

Gj′
∑

i′=1

Gj
∑

i=1

∣

∣

〈

ξji|U(t, 0)|ξj′i′
〉∣

∣

2
Pj′ (0) (17)

Questa equazione ha la stessa forma della (8) trovata nel 
aso 
lassi
o; in

parti
olare si ha l'identi�
azione

Tjj′(t) =
1

Gj′

Gj′
∑

i′=1

Gj
∑

i=1

∣

∣

〈

ξji|U(t, 0)|ξj′i′
〉∣

∣

2

10



È fa
ile veri�
are 
he questa de�nizione di Tjj′ (t) soddisfa a tutte le proprietà

(3).

Tuttavia, l'introduzione di un ensemble in questo 
ontesto non è nè ne
essa-

ria, nè su�
iente, 
ome vedremo. In e�etti, si tratta di po
o più 
he un arti�
io

per eliminare la doppia sommatoria 
he �gura nella (15). Cer
hiamo di ottenere

lo stesso risultato mediante un'analisi più attenta del suo se
ondo membro.

Anzitutto notiamo 
he le sommatorie in questione 
onsistono di un nume-

ro enormemente grande di termini, le 
ui fasi variano in modo estremamente

selvaggio. A meno 
he le ampiezze iniziali non siano s
elte in qual
he modo

patologi
o

6

, gran parte di questi addendi si 
an
elleranno gli uni 
on gli altri.

Vi sono però dei 
ontributi 
he sopravvivono senz'altro: si tratta dei termini


on j′ = j′′ e i′ = i′′, per
hè essi sono ne
essariamente non negativi. Allora il

postulato delle fasi 
asuali signi�
a in realtà 
he la (15) si può ris
rivere

Pj(t) =
∑

j′

Gj′
∑

i′=1





Gj
∑

i=1

∣

∣

〈

ξji|U(t, 0)|ξj′i′
〉∣

∣

2





∣

∣

〈

ξj′i′ |ψ(0)
〉∣

∣

2
(18)

Se
ondariamente notiamo 
he, �ssato j′, a se
ondo membro rimane una somma

del tipo

Gj′
∑

i′=1

αi′βi′

formata da un grande numero (Gj′ ) di termini positivi. Il postulato di eguale

probabilità a priori 
i di
e 
he in entrambe le su

essioni αi′ e βi′ due termini

su

essivi possono variare in maniera estremamente 
onsiderevole; questo 
i

autorizza a 
onsiderare αi′ e βi′ 
ome su

essioni 
asuali, e quindi in parti
olare

s
orrelate tra loro. E allora risulta, 
on buona approssimazione:

Gj′
∑

i′=1

αi′βi′ =
1

Gj′





Gj′
∑

i′=1

αi′









Gj′
∑

i′=1

βi′





Alla lu
e di 
iò la (18) diventa

Pj(t) =
∑

j′

1

Gj′





Gj′
∑

i′=1

Gj
∑

i=1

∣

∣

〈

ξji|U(t, 0)|ξj′i′
〉∣

∣

2









Gj′
∑

i′=1

∣

∣

〈

ξj′i′ |ψ(0)
〉∣

∣

2





=
∑

j′

1

Gj′

Gj′
∑

i′=1

Gj
∑

i=1

∣

∣

〈

ξji|U(t, 0)|ξj′i′
〉∣

∣

2
Pj′ (0)

(19)


he è identi
a alla (17). Le due assunzioni fatte sembrano più e
onomi
he rispet-

to all'uso degli ensemble; in parti
olare, esse esibis
ono 
hiaramente la ne
essità

6

Un'obiezione simile è in e�etti presente an
he nella derivazione 
lassi
a, ed è stata da noi

sotta
iuta per brevità.
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he le 
elle di fase 
ontengano tanti stati mi
ros
opi
amente distinti, quando

inve
e la (16) farebbe arrivare al risultato an
he identi�
ando le 
elle di fase 
on

i singoli stati mi
ros
opi
i, il 
he è 
ertamente s
orretto.

In de�nitiva, siamo arrivati a dedurre un'espressione per Pj(t) valida per

tutti i possibili stati iniziali

∣

∣ψ(0)
〉

(a meno di 
asi patologi
i). In parti
olare,

possiamo riappli
are la stessa equazione prendendo 
ome stato iniziale

∣

∣ψ(t1)
〉

,

e ne risulta:

Pj(t1 + t2) =
∑

j′′

1

Gj′′

Gj′′
∑

i′=1

Gj
∑

i=1

∣

∣

〈

ξji|U(t2, t1)|ξj′′i′
〉∣

∣

2
Pj′′ (t1) (20)


he unitamente alla (17) porta all'equazione di Chapman-Kolmogorov (4), da


ui segue la master equation; 
iò 
ompleta la presente derivazione.

Si noti 
he quest'ultimo passaggio (l'appli
azione iterata della (17)) ri
hiede

un postulato aggiuntivo, 
he potremmo 
hiamare �ipotesi di 
asualità 
ontinua�.

Pre
isamente, si ri
hiede 
he le ampiezze di proiezione

〈

ξji|ψ(t)
〉

non assumano

mai (o, quantomeno, non nell'ar
o di tempo tipi
amente ne
essario per una mi-

sura ma
ros
opi
a) quei valori 
he abbiamo de�nito �patologi
i�. Questa ipotesi

è 
onsiderevolmente più debole di quella ri
hiesta nell'appro

io di Pauli, in 
ui

sono le 
orrelazioni tra singoli stati mi
ros
opi
i del sistema imperturbato 
he

devono essere 
ostantemente nulle. Quest'ultimo assunto è 
hiaramente insoste-

nibile, essendo addirittura in 
ontrasto 
on la stessa equazione di S
hrödinger

(e relativa soluzione (10)).

Possiamo ora vedere per
hè l'introduzione degli ensemble non è nemmeno

su�
iente a derivare la master equation: infatti la 
ondizione (16) usata per

la de�nzione dell'ensemble all'istante t = 0 non sarà in generale su�
iente ad

assi
urare 
he la medesima 
ondizione valga an
he negli istanti di tempo su
-


essivi. Si può naturalmente rimediare a 
iò postulando espli
itamente 
he a

un qualunque tempo intermedio si possa sostituire l'ensemble evoluto 
on un

nuovo ensemble 
he soddisfa le 
ondizioni di fase ri
hieste; ma quest'assunzione

è, di nuovo, molto più arti�
iosa dell'ipotesi di 
asualità 
ontinua introdotta in

pre
edenza.
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