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1 Il gruppo di Galileo e i suoi sottogruppi notevoli

Nello spazio-tempo Newtoniano V4 sia dato un generi
o sistema di 
oordinate (~x, t)

on ~x ∈ R3

e t ∈ R. Una trasformazione di Galileo disomogenea è una

qualunque appli
azione g : (~x, t) 7→ (~x′, t′) 
he si possa s
rivere 
ome

{

~x′ = R~x+ ~vt+ ~a

t′ = t+ b
(1)

dove R ∈ SO(3) è una rotazione propria dello spazio �si
o, ~v,~a ∈ R3
e b ∈ R. L'insie-

me di tutte le trasformazioni (1), unitamente all'usuale operazione di 
omposizione

tra appli
azioni, forma il gruppo di Galileo disomogeneo 
he indi
heremo d'ora

in poi 
on G.
Per brevità denoteremo nel seguito la generi
a trasformazione (1) 
on la qua-

drupla (R, b, ~v,~a); la 
omposizione delle due trasformazioni g = (R, b, ~v,~a) e g′ =
(R′, b′, ~v′,~a′) si s
rive allora

gg′ = (RR′, b+ b′, ~v +R~v′,~a+R~a′ + b′~v)

L'identità del gruppo è (I, 0,~0,~0) mentre l'inverso di g = (R, b, ~v,~a) è

g−1 = (R−1,−b,−R−1~v,−R−1(~a− b~v))

Nel gruppo G possiamo individuare diversi sottogruppi interessanti. Consideriamo

anzitutto le traslazioni spazio-temporali:

{

~x′ = ~x+ ~a

t′ = t+ b


he sono asso
iate a quadruple del tipo (I, b,~0,~a). Si tratta, 
om'è immediato veri-

�
are, di un sottogruppo 
hiuso, normale e abeliano di G (in e�etti isomorfo a R4
)


he indi
hiamo 
on A.
Ci sono poi le trasformazioni di Galileo omogenee:

{

~x′ = R~x+ ~vt

t′ = t


ui si asso
iano quadruple del tipo (R, 0, ~v,~0). Esse de�nis
ono un sottogruppo


hiuso di G 
he 
hiameremo il gruppo di Galileo omogeneo e indi
heremo 
on

G0.
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Osserviamo 
he G è prodotto semidiretto di A e G0. Infatti essi generano l'intero

gruppo non omogeneo:

(I, b,~0,~a)(R, 0, ~v,~0) = (R, b, ~v,~a)

e inoltre G0 agis
e su A tramite aggiunzione:

(R, 0, ~v,~0)(I, b,~0,~a)(R, 0, ~v,~0)−1 = (R, 0, ~v,~0)(I, b,~0,~a)(R−1, 0,−R−1~v,~0)

= (R, b, ~v,R~a+ b~v)(R−1, 0,−R−1~v,~0)

= (I, b,~0, R~a+ b~v)

(2)

La (2) esibis
e espli
itamente la struttura del prodotto semidiretto G = A×′ G0.

Il gruppo omogeneo G0 non è semisempli
e: infatti il suo sottoinsieme formato

dalle quadruple del tipo (I, 0, ~v,~0), dette trasformazioni di boost galieliane,

forma un sottogruppo 
hiuso di G0 normale ed abeliano (isomorfo a R
3
), 
he 
hia-

miamo V . G0 
ontiene an
he un sottogruppo isomorfo a SO(3), dato dalle quadruple
(R, 0,~0,~0); inoltre

(I, 0, ~v,~0)(R, 0,~0,~0) = (R, 0, ~v,~0)

e

(R, 0,~0,~0)(I, 0, ~v,~0)(R, 0,~0,~0)−1 = (I, 0, R~v,~0)

Questo dimostra 
he G0 stesso è un prodotto semidiretto: G0 = V ×′ SO(3).
Per quanto riguarda le 
aratteristi
he topologi
he, il gruppo di Galileo disomo-

geneo G è 
onnesso ma non sempli
emente 
onnesso. Il suo gruppo di ri
oprimento

universale, 
he denotiamoG∗
, si ottiene sostituendo, nella s
omposizione diG in pro-

dotti semidiretti, il gruppo delle rotazioni SO(3) 
on il suo ri
oprimento universale

SU(2). Espli
itamente il generi
o g∗ ∈ G∗
si s
rive

g∗ = (h, b, ~v,~a)


on h ∈ SU(2). Detto δ l'omomor�smo di ri
oprimento del gruppo delle rotazioni,

la legge di 
omposizione per G∗
diventa

(h, b, ~v,~a)(h′, b′, ~v′,~a′) = (hh′, b+ b′, δ(h)~v′ + ~v,~a+ δ(h)~a′ + b′~v)

Ovviamente per G∗

ontinuano a valere tutte le 
on
lusioni raggiunte in pre
edenza,

in parti
olare risulteràG∗ = A×′G∗
0, doveG

∗
0 è il ri
oprimento universale del gruppo

di Galileo omogeneo, ed inoltre G∗
0 = V ×′ SU(2).

2 Posizione del problema

Una delle idee fondamentali della me

ani
a quantisti
a è 
he il requisito �si
o

di invarianza di un sistema sotto un determinato gruppo di trasformazioni G si

tradu
a nel requisito matemati
o di esistenza di una rappresentazione di G sul

gruppo Aut(L(H)), dove L(H) è la logi
a dello spazio di Hilbert asso
iato al sistema.

Se poiG è un gruppo di Lie 
onnesso (o meglio, se 
i si limita a ri
hiedere l'invarianza

rispetto alle trasformazioni 
he appartengono alla 
omponente 
onnessa all'identità

di G), allora è su�
iente studiare le rappresentazioni di G nel gruppo proiettivo P
asso
iato ad H. Esso è de�nito 
ome il quoziente

P = U/Z

dove U è il gruppo degli operatori unitari su H e Z è il suo sottogruppo (normale)

degli operatori multipli dell'identità.
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Le rappresentazioni di G su P si possono mettere in 
orrispondenza biunivo
a


on le rappresentazioni unitarie proiettive di G su H 
ome segue: sia π la proie-

zione 
anoni
a da U a P 
he a 
ias
un operatore unitario asso
ia la sua 
lasse di

equivalenza rispetto a Z. Allora, se

g 7→ ug : G −→ P

è una rappresentazione di G in P (te
ni
amente, un omomor�smo di Borel), esiste

una rappresentazione unitaria proiettiva U di G in H tale 
he

u = π ◦ U

Vi
eversa, data una qualunque rappresentazione unitaria proiettiva U allora π ◦ U
è un omomor�smo di G in P .

Il problema di studiare i sistemi quantisti
i invarianti per trasformazioni di Ga-

lileo disomogenee diventa allora quello di determinare le rappresentazioni unitarie

proiettive di G sullo spazio di Hilbert H, 
ioè le 
orrispondenze g 7→ Ug tali 
he

UgUh = m(g, h)Ugh

L'appli
azione m : G×G→ U (dove U è il gruppo dei numeri 
omplessi di modulo

unitario) si dirà un moltipli
atore (lo
ale) per il gruppo G. Il moltipli
atore iden-

ti
amente uguale ad 1 si di
e banale; 
hiaramente le rappresentazioni proiettive

vere e proprie sono tutte e sole quelle asso
iate a moltipli
atori non banali.

Sia ora dato un gruppo G e un suo moltipli
atore non banale m; si di
e esten-

sione 
entrale di G de�nita da m il gruppo, 
he denotiamo Gm, i 
ui elementi

sono le 
oppie (g, z) 
on g ∈ G e z ∈ U, e in 
ui il prodotto è de�nito 
ome segue:

(g, z)(g′, z′) = (gg′,m(g, g′)zz′)

Supponiamo 
he g 7→ Ug sia una rappresentazione proiettiva di G 
on moltipli
atore

m, allora è evidente 
he l'appli
azione

(g, z) 7→ zUg

è una rappresentazione ordinaria dell'estensione 
entrale Gm. Inversamente, se

(g, z) 7→ Vg,z è una rappresentazione ordinaria di Gm tale 
he

Ve,z = zI ∀z ∈ U (3)

possiamo de�nire Ug = Vg,1 e otteniamo 
osì 
he

UgUh = Vg,1Vh,1 = Vgh,m(g,h) = Ve,m(g,h)Vgh,1 = m(g, h)Ugh

quindi g 7→ Ug è una rappresentazione proiettiva di G 
on moltipli
atorem, e inoltre

Vg,z = zUg.

Se ne 
on
lude 
he il problema di determinare le rappresentazioni proiettive di

G si ri
ondu
e al problema di determinare i moltipli
atori non equivalenti di G e di

studiare le rappresentazioni, stavolta ordinarie, delle estensioni 
entrali di G de�nite

da tali moltipli
atori 
he soddis�no la (3).

Nel 
aso parti
olare in 
ui G è il gruppo di Galileo disomogeneo 
'è una 
ompli-


azione data dal fatto 
he G non è sempli
emente 
onnesso; 
iò 
ostituis
e un grave

osta
olo alla possibilità di s
rivere espli
itamente i suoi moltipli
atori. Per ovviare

a questo problema studieremo, inve
e 
he G, il già de�nito gruppo di ri
oprimento

universale G∗
, 
he è sempli
emente 
onnesso per de�nizione.
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Ci si deve ovviamente 
hiedere se il passaggio a un gruppo più grande non

introdu
a nuove rappresentazioni prive di signi�
ato �si
o. La risposta è negativa,

grazie alla parti
olare natura dell'omomor�smo di ri
oprimento δ. Infatti risulta

ker δ = (±I, 0,~0,~0) ≃ Z2

Mostriamo 
he, grazie a 
iò, sussiste una 
orrispondenza biunivo
a tra rappresenta-

zioni unitarie proiettive di G∗
e omomor�smi di Borel da G in P del tutto analoga

a quella stabilita in pre
edenza.

Consideriamo il generi
o omomor�smo g 7→ ug e la rappresentazione proietti-

va g 7→ Vg determinata da u. Essa può essere �sollevata� a una rappresentazione

proiettiva Ṽ di G∗
de�nendo

Ṽg∗ = Vδ(g∗) ∀g∗ ∈ G∗

Inversamente, se g∗ 7→ Ṽg∗
è una rappresentazione proiettiva di G∗

su H, possiamo


ostruire un omomor�smo di Borel nella maniera seguente: preso g ∈ G s
egliamo

uno dei due g∗ ∈ G∗
per 
ui δ(g∗) = g e de�niamo

g 7→ ug = π ◦ Ṽg∗

Per la parti
olare forma di ker δ, l'ambiguità nella s
elta di g∗ risulta solo nel 
ambia-

mento ±Ṽg∗
; ma l'appli
azione π ◦ Ṽg∗


an
ella tale ambiguità di segno proiettando

l'operatore Ṽg∗
nella sua 
lasse di equivalenza.

La determinazione vera e propria dei moltipli
atori inequivalenti di G∗
è un

problema te
ni
o di teoria dei gruppi di Lie 
he non 
i interessa a�rontare in questa

sede, per 
ui 
i limitiamo a riportarne il risultato �nale. Presi g = (h, b, ~v,~a) e

g′ = (h′, b′, ~v′,~a′) ∈ G∗
, risulta 
he per ogni M ∈ R l'appli
azione

mM : (g, g′) 7→ eiM( 1

2
b′~v·~v+~v·δ(h)~a′)

(4)

è un moltipli
atore di G∗
, e ogni moltipli
atore di G∗

è equivalente ad un qual
he

mM ; 
iò risolve 
ompletamente la questione.

Dato mM possiamo ora 
ostruire l'estensione 
entrale di G∗
ad esso asso
iata,


he 
hiamiamo G∗
M : si tratterà dell'insieme delle 
oppie (g∗, z) 
on prodotto

(g∗1 , z1)(g
∗

2 , z2) = (g∗1g
∗

2 ,mM (g∗1 , g
∗

2)z1z2) (5)

Il generi
o elemento del gruppo G∗
M sarà 
ompletamente spe
i�
ato da una quintu-

pla (h, b, ~v,~a, z) 
on h ∈ SU(2), b ∈ R, ~v,~a ∈ R3
e z ∈ U.

Notiamo 
he se ~v = ~0 si ha mM (g∗1 , g
∗
2) = 1 e quindi

(I, b,~0,~a, z)(I, b′,~0,~a′, z′) = (I, b+ b′,~0,~a+ ~a′, zz′)

Questo dimostra 
he l'insieme di tutti gli elementi della forma (I, b,~0,~a, z) forma un

sottogruppo abeliano di G∗
M , 
he denotiamo 
on AM ; esso è isomorfo al prodotto

diretto R4 × U.

Notiamo altresì 
he se ~a′ = ~0 e b′ = 0 si ha ugualmente mM (g∗1 , g
∗
2) = 1 e quindi

(h, 0, ~v,~0, 1)(h′, 0, ~v′,~0, 1) = (hh′, 0, δ(h)~v′ + ~v,~0, 1)

Questo dimostra 
he l'insieme di tutti gli elementi della forma (h, 0, ~v,~0, 1) forma

un sottogruppo di G∗
M . Dato l'isomor�smo naturale tra questo sottogruppo e G∗

0 =
V ×′ SU(2), 
ontinueremo a denotarlo 
on G∗

0.
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Espli
itamente, la legge di 
omposizione in G∗
M si ottiene sostituendo la (4) nella

(5), e risulta

(h, b, ~v,~a, z)(h′, b′, ~v′,~a′, z′) =

=
(

hh′, b+ b′, ~v + δ(h)~v′,~a+ δ(h)~a′ + b′~v, zz′eiM( 1

2
b′~v·~v+~v·δ(h)~a′)

)

(6)

L'inverso del generi
o (h, b, ~v,~a, z) è

(h, b, ~v,~a, z)−1 =

(

h−1,−b,−δ(h)−1~v,−δ(h)−1(~a− b~v),
1

z
e−iM( 1

2
b~v·~v−~v·~a)

)


ome si veri�
a fa
ilmente. Si ha poi 
he

(I, b,~0,~a, z)(h, 0, ~v,~0, 1) = (h, b, ~v,~a, z)

Ciò signi�
a 
he ogni elemento di G∗
M si s
rive univo
amente 
ome prodotto di un

elemento di AM e uno di G∗
0. Inoltre

(h, 0, ~v,~0, 1)(I, b,~0,~a, z)(h, 0, ~v,~0, 1)−1 =

= (h, 0, ~v,~0, 1)(I, b,~0,~a, z)(h−1, 0,−δ(h)~v,~0, 1)

=
(

h, b, ~v, δ(h)~a+ b~v, zeiM( 1

2
b~v·~v+~v·δ(h)~a)

)

(h−1, 0,−δ(h)~v,~0, 1)

=
(

I, b,~0, δ(h)~a+ b~v, zeiM( 1

2
b~v·~v+~v·δ(h)~a)

)

(7)

Quest'ultima eguaglianza esibis
e espli
itamente l'azione di G∗
0 su AM tramite

aggiunzione, e quindi la struttura del prodotto semidiretto G∗
M = AM ×′ G∗

0.

Per e
onomia di s
rittura, introdurremo nel seguito le notazioni (h,~v) per gli

elementi di G∗
0 e (b,~a, z) per gli elementi di AM ; denoteremo inoltre l'azione di G∗

0

su AM sempli
emente 
ome (h,~v)[(b,~a, z)].

3 Le rappresentazioni proiettive del gruppo di Ga-

lileo

Passiamo ora, �nalmente, all'analisi delle rappresentazioni del gruppo G∗
M . Il primo

passo 
onsiste nello studiare la suddivisione in orbite del gruppo duale ÂM rispetto

all'azione duale di G∗
0 e nel determinare per ognuna di queste orbite il sottogruppo

di stabilità e la misura G∗
0-invariante 
he rimane de�nita su di essa.

I 
aratteri di AM ≃ R4 × U si ottengono nella maniera seguente: �ssiamo una

forma bilineare simmetri
a non degenere su R4
, per esempio l'appli
azione 
he a

(~x, t) e (~y, t′) ∈ R4
asso
ia tt′ − x1y1 − x2y2 − x3y3. Allora tutti e soli i 
aratteri x

di AM sono dati da

x(b,~a, z) = znei(p0b−~p·~a)
(8)

al variare di p0 ∈ R, ~p ∈ R
3
e n ∈ Z; ogni elemento di ÂM è quindi totalmente

identi�
ato da una tripla (p0, ~p, n).
L'azione duale di G∗

0 su ÂM , 
he denoteremo 
on

(h,~v)∗[(p0, ~p, n)]

si 
ostruis
e 
ome da teoria generale: preso x ∈ ÂM e (b,~a, z) ∈ AM , si pone

(h,~v)∗[x] : (b,~a, z) 7→ x((h,~v)−1[(b,~a, z)]) = x((h,~v)−1(b,~a, z)(h,~v))
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Notiamo 
he nel membro di destra l'argomento del 
arattere x è esattamente la

quantità già 
al
olata (7) in 
ui si sostituis
a h 
on h−1
e ~v 
on −δ(h)−1~v; quindi

= x((b, δ(h)−1(~a− b~v), zeiM( 1

2
b~v·~v−~v·~a)))

(in questa e nelle su

essive manipolazioni sfruttiamo più volte il fatto 
he δ(h) ∈
SO(3) può passare da un membro all'altro di un prodotto s
alare su R3

). Ri
ordando

la (8) abbiamo allora 
he

= zneiMn( 1

2
b~v·~v−~v·~a)ei(p0b−~p·δ(h)−1(~a−b~v))

ovvero, tramite passaggi immediati:

= znei(b(p0+
1

2
Mn~v·~v+~v·δ(h)~p)−(Mn~v+δ(h)~p)·~a)

L'espressione pre
edente mostra 
ome l'azione duale di G∗
0 su ÂM sia totalmente

des
ritta dalla formula

(h,~v)∗[(p0, ~p, n)] =

(

p0 +
1

2
Mn~v · ~v + ~v · δ(h)~p,Mn~v + δ(h)~p, n

)

(9)

Notiamo 
he questa azione las
ia invariato n. Per des
rivere la struttura in orbite

di ÂM 
onviene distinguere i 
asi n = 0 e n 6= 0.

Orbite per n = 0

In questo 
aso la (9) si s
rive

(h,~v)∗[(p0, ~p, 0)] = (p0 + ~v · δ(h)~p, δ(h)~p, 0) (10)

È evidente 
he tale azione las
ia invariato lo s
alare ~p ·~p. Supponiamo 
he sia ~p 6= ~0;
vogliamo dimostrare 
he per ogni reale r > 0 l'insieme

O0
r = {(p0, ~p, 0) | ~p · ~p = r2}

è un'orbita di ÂM . Per farlo o

orre mostrare 
he l'azione duale di G∗
0 su O0

r è

transitiva. S
egliamo il punto

x0 = (0, (0, 0, r), 0) ∈ O0
r

Ri
ordiamo 
heG∗
0 è a sua volta un prodotto semidiretto, quindi ogni trasformazione

omogenea si s
rive in modo uni
o 
ome prodotto di un boost e una rotazione. Dalla

(10) vediamo 
he la generi
a rotazione (h,~0) manda x0 in un punto del tipo (0, ~p, 0)

on ~p tale 
he ~p · ~p = r2, e un su

essivo boost (I, ~v) manda il punto (0, ~p, 0) in

(p0, ~p, 0), 
on p0 = ~v · ~p 
he varia sull'intero R al variare di ~v. Quindi l'azione di G∗
0

a partire da x0 
opre l'intero O0
r , 
ome volevasi. Inoltre abbiamo an
he dimostrato


he

O0
r = R× Sr

dove Sr è la sfera di raggio r in R3
.

Poi
hè l'azione duale su O0
r è una traslazione su R e una rotazione su Sr, è

evidente 
he la misura dp0 dσr , dove dp0 è la misura di Lebesgue sui reali e σr è la
misura invariante normalizzata sulla sfera Sr, è invariante su O

0
r .

Per quel 
he riguarda in�ne i sottogruppi di stabilità, o

orre risolvere l'equa-

zione

(h,~v)∗[(0, (0, 0, r), 0)] = (0, (0, 0, r), 0)

ovvero

(~v · δ(h)(0, 0, r), δ(h)(0, 0, r), 0) = (0, (0, 0, r), 0)
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La pre
edente è un'identità se e solo se δ(h) è una rotazione nel piano x1x2 e ~v
appartiene a tale piano. Ri
ordando 
he

(

ei
t
2 0

0 e−i t
2

)

δ
7→





cos t sin t 0
− sin t cos t 0

0 0 1





se ne dedu
e 
he il sottogruppo di stabilità 
er
ato è

{(h,~v) ∈ G∗

0 | h =

(

z 0
0 z−1

)

, ~v =
(

v1 v2 0
)

, z ∈ U, v1, v2 ∈ R} (11)

Nel 
aso ~p = ~0, ogni singolo punto (p0,~0, 0) al variare di p0 ∈ R è un'orbita. Evi-

dentemente i sottogruppi di stabilità per queste orbite 
oin
idono tutti 
on l'intero

G∗
0.

Orbite per n 6= 0

Supponiamo ora 
he sia n 6= 0. Si veri�
a fa
ilmente, per 
al
olo diretto, 
he la

quantità

p0 −
~p · ~p

2nM

è invariante per l'azione (9). Per ogni k ∈ R, de�niamo

On
k = {(p0, ~p, n) | p0 −

~p · ~p

2nM
= k}

e dimostriamo 
he si tratta di un'orbita. Come origine s
egliamo

x0 = (k,~0, n) ∈ On
k


he viene trasformata dal boost (I, 1
nM

~p) in

(

I,
1

nM
~p

)∗

[(k,~0, n)] =

(

k +
~p · ~p

2nM
, ~p, n

)

(12)

Al variare di ~p ∈ R3
, il punto (k + ~p·~p

2nM , ~p, n) 
opre per de�nizione l'intero insieme

On
k , 
he quindi è un'orbita, 
ome volevasi.

Un generi
o elemento di G∗
0 agis
e inve
e su x0 
ome

(h,~v)∗[(k,~0, n)] =

(

k +
1

2
Mn~v · ~v,Mn~v, n

)

Da questa relazione si dedu
e il sottogruppo di stabilità dell'origine s
elta impo-

stando la solita equazione (h,~v)∗[x0] = x0; si ottiene la ri
hiesta ~v = ~0 (
on h
qualunque), per 
ui il sottogruppo 
er
ato non è altro 
he SU(2).

È interessante notare 
he

On
k = G∗

0/SU(2) = (V ×′ SU(2))/SU(2) ≃ V ≃ R
3

Inoltre l'appli
azione de�nita dalla (12)

~p 7→

(

k +
~p · ~p

2Mn
, ~p, n

)

: R3 −→ On
k (13)

permette di identi�
are le 
omponenti di ~p 
ome 
oordinate globali per i punti di On
k .

Essendo l'azione duale di G∗
0, 
ome si è visto, essenzialmente l'azione del gruppo

eu
lideo su R3
, è evidente 
he d3~p, la misura di Lebesgue su R3

, è una misura

invariante su On
k .
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S
rittura espli
ita delle rappresentazioni di interesse �si
o

Ora 
he abbiamo 
lassi�
ato le varie orbite di ÂM , la teoria generale 
i di
e 
he

possiamo 
ostruire una rappresentazione unitaria di G∗
M su uno spazio di Hilbert


omplesso separabile H sempli
emente s
egliendo (a) un punto in una delle orbite

trovate, e (b) una rappresentazione (unitaria, �nito-dimensionale) del sottogruppo

di stabilità asso
iato a quest'orbita. Vediamo più in dettaglio in 
he modo si realizza

questa 
orrispondenza, e quali tra queste rappresentazioni hanno interesse �si
o.

Consideriamo dapprima il 
aso n = 0; allora l'estensione 
entrale di G∗
M sparis
e


ompletamente di s
ena, 
iò signi�
a 
he le rappresentazioni di G∗

he si ottengono

partendo da queste orbite sono quelle asso
iate ad un moltipli
atore banale (M = 0),

ioè le rappresentazioni ordinarie (non proiettive) di G∗

. Dato lo s
arso (o nullo)

signi�
ato �si
o di queste rappresentazioni le dis
uteremo a parte, per 
ompletezza,

in un'appendi
e.

Passiamo quindi alle orbite On
k 
on n 6= 0; per ognuna di esse il sottogruppo di

stabilità è, 
ome si è visto, SU(2). Denotiamo 
on L una rappresentazione unitaria

di SU(2), non ne
essariamente irridu
ibile, 
he agis
a su uno spazio lineare �nito-

dimensionale K; allora la generi
a rappresentazione T di G∗
M si s
rive

T(h,b,~v,~a,z) = U(I,b,~0,~a,z)V(h,0,~v,~0,1)

dove U è, �ssato (p0, ~p, n) ∈ On
k , la rappresentazione di Am de�nita dai 
aratteri

(8), ovvero (indi
ando 
on I l'operatore identità su H):

U(I,b,~0,~a,z) = znei(bp0−~p·~a)I (14)

mentre V è la rappresentazione di G∗
0 indotta da L su H.

Ri
ordiamo ora 
he le rappresentazioni ordinarie dell'estensione 
entrale G∗
M 
he

individuano rappresentazioni proiettive di G∗
sono tutte e sole quelle determinate

dalla 
ondizione (3), 
ioè quelle per 
ui l'elemento (I, 0,~0,~0, z) è mappato in zI.
Notiamo 
he qualunque sia la rappresentazione V sarà ne
essariamente V(I,0,~0,~0,1) =
I, e quindi

T(I,0,~0,~0,z) = U(I,0,~0,~0,z)I = znI

Se ne 
on
lude 
he le rappresentazioni proiettive di G∗

on moltipli
atore mM sono

tutte e sole le rappresentazioni ordinarie di G∗
M asso
iate alle orbite 
on n = 1:

O1
k = {(p0, ~p, 1) | p0 −

~p · ~p

2M
= k}

Tali orbite sono 
oordinatizzate dal vettore ~p mediante la 
orrispondenza (13), 
he

nel nostro 
aso si s
rive

~p 7→

(

k +
~p · ~p

2M
, ~p, 1

)

A questo punto resta solo da s
rivere espli
itamente la rappresentazione indotta

V ; ma questo è fa
ile, per via della parti
olare struttura del gruppo omogeneo G∗
0.

Infatti la generi
a rappresentazione unitaria �nito-dimensionale L di SU(2) può

essere sollevata a una rappresentazione dell'intero G∗
0 (
he, 
on un leggero abuso di

notazione, 
ontinuiamo a 
hiamare L) sempli
emente fa
endo agire la parte abeliana

del prodotto semidiretto, 
ioè il sottogruppo dei boost V ≃ R3
, in maniera banale:

(h,~v).k = L(h)k ∀k ∈ K

V risulta allora de�nita dalla seguente uguaglianza (
he proviene dalla teoria gene-

rale dei �brati vettoriali):

(V(h,0,~v,~0,1)f)(x) = (h,~v).f((h,~v)−1[x]) (15)
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dove f ∈ H = L2(R3 → K; d3~p) e x ∈ O1
k. O

orre quindi 
al
olare in 
he modo

l'inverso della generi
a trasformazione omogenea

(h,~v)−1 = (h−1,−δ(h)−1~v)

agis
e sul generi
o punto di O1
k; si ha:

(h−1,−δ(h)−1~v)∗[(k +
~p · ~p

2M
, ~p, 1)] =

=

(

k +
~p · ~p

2M
+

1

2
M~v · ~v − δ(h)−1~v · δ(h−1)~p,−Mδ(h)−1~v + δ(h−1)~p, 1

)

ovvero, 
on ra

oglimenti immediati:

=

(

k +
1

2M
(δ(h)−1(~p−M~v)) · (δ(h)−1(~p−M~v)), δ(h)−1(~p−M~v), 1

)

Questo è proprio il punto di O1
k 
oordinatizzato dal vettore δ(h)

−1(~p−M~v). Dunque
in de�nitiva la (15) diventa:

(V(h,0,~v,~0,1)f)(~p) = L(h)f(δ(h)−1(~p−M~v))


on f ∈ H, mentre la rappresentazione U è des
ritta dalla (14) 
he ora si s
rive

(U(I,b,~0,~a,z)f)(~p) = zei(bk+
b

2M
~p·~p−~p·~a)I

Mettendo assieme entrambi i risultati abbiamo 
he le rappresentazioni di G∗
M asso-


iate alle orbite O1
k sono date da

(T k,L

(h,b,~v,~a,z)f)(~p) = zei(bk+
b

2M
~p·~p−~p·~a)L(h)f(δ(h)−1(~p−M~v))

Le rappresentazioni proiettive di G∗

on moltipli
atoremM si ottengono dall'espres-

sione pre
edente ponendo z = 1. Denotando 
on Uk,L
queste rappresentazioni, si

ottiene

(Uk,L

(h,b,~v,~a)f)(~p) = ei(bk+
b

2M
~p·~p−~p·~a)L(h)f(δ(h)−1(~p−M~v))

Per di�erenti valori di k queste rappresentazioni sono inequivalenti se viste 
ome

rappresentazioni ordinarie di G∗
M , ma equivalenti se viste 
ome rappresentazioni

proiettive di G∗
; quindi in de�nitiva

(UL
(h,b,~v,~a)f)(~p) = ei(

b
2M

~p·~p−~p·~a)L(h)f(δ(h)−1(~p−M~v))

Queste rappresentazioni hanno la proprietà

UL
(h,b,~v,~a)U

L
(h′,b′,~v′,~a′) = mM (g, g′)UL

(h,b,~v,~a)(h′,b′,~v′,~a′)


ome si veri�
a fa
ilmente.

In parti
olare le rappresentazioni proiettive irridu
ibili di G∗
si ottengono quan-

do L stessa è irridu
ibile. Com'è noto, le rappresentazioni irridu
ibili di SU(2) sono
eti
hettate da un indi
e j 
he assume valori interi e semidispari, e la rappresenta-

zione Dj
agis
e su C2j+1

. Quindi la generi
a rappresentazione unitaria proiettiva

irridu
ibile di G∗
è

(U j

(h,b,~v,~a)f)(~p) = ei(
b

2M
~p·~p−~p·~a)Dj(h)f(δ(h)−1(~p−M~v)) (16)


on f ∈ H = L2(R3 → C2j+1; d3~p).

9



La rappresentazione (16) non ha una forma molto familiare per
hè des
rive l'a-

zione del gruppo di Galileo nello spazio degli impulsi, mentre in me

ani
a quanti-

sti
a non relativisti
a è più usuale lavorare nello spazio delle 
oordinate. Possiamo

ri
avare l'espressione espli
ita di U j

(h,b,~v,~a) sulle funzioni delle 
oordinate usando la

trasformata di Fourier-Plan
herel F :

f 7→ f̂ : L2(R3 → C
2j+1; d3~p) −→ L2(R3 → C

2j+1; d3~x)

Ri
ordiamo 
he F si de�nis
e 
ome l'uni
o isomor�smo unitario tra gli spazi dati

tale 
he, per ogni ϕ ∈ Cc(R
3), risulti

∫

f̂(~x)ϕ(~x) d3~x =

∫

f(~x)

(

∫

1
√

(2π)3
e−i~p·~xϕ(~p) d3~p

)

d3~x

De�niamo dunque

Û j = FU jF−1

Consideriamo anzitutto il 
aso in 
ui U j
è ristretta al sottogruppo abeliano ad un

parametro di G∗
formato dalle traslazioni temporali, 
ioè da tutti e soli gli elementi

della forma (I, b,~0,~0). La (16) diventa allora

(U j

(I,b,~0,~0)
f)(~p) = ei

b
2M

~p·~pf(~p)

Con 
al
oli standard si ha:

(Û j

(I,b,~0,~0)
f̂)(~x) = (FU j

(I,b,~0,~0)
F−1f̂)(~x) = e−i b

2M
∇

2

f̂(~x) (17)

Consideriamo ora 
iò 
he rimane di G∗
, 
ioè gli elementi del tipo (h, 0, ~v,~a). Dalla

(16) si ha 
he

(U j

(h,0,~v,~a)f)(~p) = e−i~p·~aDj(h)f(δ(h)−1(~p−M~v))

e quindi

(Û j

(h,0,~v,~a)f̂)(~x) = (FU j

(h,0,~v,~a)F
−1f̂)(~x) = eiM~v·(~x−~a)Dj(h)f̂(δ(h)−1(~x− ~a)) (18)

Mettendo assieme (17) e (18) si ottiene il risultato 
ompleto:

(Û j

(h,b,~v,~a)f̂)(~x) = e−i b
2M

∇
2+iM~v·(~x−~a)Dj(h)f̂(δ(h)−1(~x − ~a)) (19)

È evidente 
ome le traslazioni temporali siano trattate in maniera dissimmetri
a

rispetto a tutte le altre possibili trasformazioni di Galileo; questo fatto non è dovuto

a nostre s
elte, ma al diverso ruolo �si
o 
he spazio e tempo ri
oprono nella relatività

galileiana. È 
omunque possibile s
rivere le trasformazioni di Galileo nello spazio

delle 
on�gurazioni trattando in maniera simmetri
a spazio e tempo, 
ome vedremo

tra un attimo.

Rispetto al (gruppo di ri
oprimento del) gruppo eu
lideo, i vettori dello spazio

L2(R3 → C2j+1; d3~x) in 
ui agis
e Û j
si trasformano 
ome

(Û j

(h,0,~0,~a)
f̂)(~x) = Dj(h)f̂(δ(h)−1(~x− ~a))

Confrontando questa espressione 
on le rappresentazioni irridu
ibili del gruppo eu-


lideo su R3
si dedu
e immediatamente 
he il sistema �si
o 
he 
orrisponde alla

rappresentazione irridu
ibile Û j
è lo
alizzabile e la misura a valori proiettivi 
he

porta all'operatore di posizione è l'usuale

P (E) : f̂ 7→ χE f̂
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Quindi lo spazio di Hilbert in 
ui agis
e U j
è lo spazio degli stati di una parti
ella

di massa M e spin j. Notiamo in�ne dalla (19) la natura non banale delle trasfor-

mazioni degli stati rispetto ai boost galileiani, 
he si rispe

hia nella presenza del

fattore di fase eiM~v·~x
.

Per ottenere una rappresentazione di G∗
sulle funzioni di ~x e t si può pro
edere


ome segue: si de�nis
a formalmente lo spazio delle funzioni ψ(~x, t):

ψ(~x, t) =

∫

e−i( ~p·~p
2M

t−~p·~x)f(~p) d3~p

dove f ∈ L2(R3 → C2j+1; d3~p). Allora 
on 
al
oli standard si ottiene

(V(h,b,~v,~a)ψ)(~x, t) = e−iM( 1

2
(t−b)~v·~v−~v·(~x−~a))Dj(h)ψ(δ(h)−1(~x− ~v(t− b)− ~a), t− b)

Appendi
e: le rappresentazioni 
on n = 0

In questa appendi
e dis
utiamo le rappresentazioni di G∗
M asso
iate alle orbite di

ÂM per 
ui n = 0, ovvero le rappresentazioni ordinarie di G∗
. Consideriamo anzitut-

to le orbite del tipo {(p0,~0, 0)} al variare di p0 ∈ R; poi
hè per queste orbite il sotto-

gruppo di stabilità è l'intero gruppo di Galileo disomogeneo G∗
0, le rappresentazioni

unitarie irridu
ibili ad esse asso
iate sono date da

T(h,b,~v,~a) = eibp0π(h, 0, ~v,~0)

dove π è una qualunque rappresentazione unitaria e irridu
ibile di G∗
0. Queste rap-

presentazioni non hanno signi�
ato �si
o: infatti le traslazioni temporali agis
ono


ome la moltipli
azione per un numero 
omplesso di modulo 1 
ostante su tutto lo

spazio di Hilbert in 
ui agis
e la rappresentazione. Allora queste trasformazioni non


ambiano gli stati dei sistemi quantisti
i e quindi non des
rivono al
una dinami
a.

Consideriamo ora le orbite O0
r . Il sottogruppo di stabilità è dato dalla (11);

indi
hiamolo per brevità 
on G̃. Se ~v ∈ R2
, de�niamo ξ(~v) = v1 − iv2; allora il

prodotto

(h,~v1)(h,~v2) = (h,~v)

tra due elementi di G̃ è dato da

h =

(

z1z2 0
0 (z1z2)

−1

)

, ξ(~v) = z2ξ(~v2) + ξ(~v1)

Allora l'appli
azione

(h,~v) 7→ (z, ξ(~v)) : G̃ −→ C×′
U

è un isomor�smo di gruppi in 
ui il prodotto semidiretto C×′
U è de�nito rispetto

al prodotto

(ξ1, z1)(ξ2, z2) = (z21ξ2 + ξ1, z1z2)

Dunque G̃ ≃ C ×′ U. O

orre s
rivere le rappresentazioni unitarie irridu
ibili di

C ×′ U; poi
hè esso è a sua volta un prodotto semidiretto, o

orre determinare i


aratteri di C (
onsiderato 
ome gruppo additivo), l'azione duale di U su Ĉ, le sue

orbite e i sottogruppi di stabilità.

Per ogni numero 
omplesso w

xw(ξ) = eiℜ(wξ∗)

è un 
arattere di C, e w 7→ xw è un isomor�smo del gruppo additivo dei 
omplessi

su tutto Ĉ. L'azione duale è data da

z∗(w) = z2w
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e le orbite in Ĉ sono

{w = 0}, {w | |w| = ρ}

per ρ > 0. Le rappresentazioni di G̃ individuate dalla prima orbita sono sempli
e-

mente quelle di U �sollevate�, quindi per ogni n ∈ Z

πn(z, ξ) = zn

è una rappresentazione unitaria irridu
ibile di G̃. Quanto alle altre orbite, notiamo


he il sottogruppo di stabilità è il gruppo di due elementi

{(

1 0
0 1

)

,

(

−1 0
0 −1

)}

≃ Z2

Questo gruppo ha due rappresentazioni unitarie inequivalenti, quella banale e quella


he manda i due elementi in ±I; vi sono dunque due rappresentazioni irridu
ibili

inequivalenti, 
he denotiamo πρ e π′
ρ. Esse generano due rappresentazioni di G̃ a

valori in L2(U; dt), 
he sono

(πρ(z, ξ)f)(t) = eiρℜ(tz−1ξ∗)f(z−2t)

(π′
ρ(z, ξ)f)(t) = eiρℜ(tz−1ξ∗)zf(z−2t)

In 
orrispondenza a tutte queste famiglie di rappresentazioni (πn, πρ e π′
ρ) vi sono

altrettante rappresentazioni unitarie di G∗
, eti
hettate an
he dall'ulteriore indi
e r


he des
rive l'orbita. Queste si possono s
rivere espli
itamente, ma per quanto 
i

interessa è su�
iente notare 
he, qualunque sia la rappresentazione s
elta, la sua

azione sul sottogruppo delle traslazioni spazio-temporali è

(U(I,b,~0,~a)f)(p0, ~p) = ei(bp0−~p·~a)f(p0, ~p) (20)

I sistemi �si
i 
he 
orrispondono a rappresentazioni di questo tipo non sono lo
a-

lizzabili, 
ioè non ammettono un operatore posizione. Infatti, sia V la restrizione di

una rappresentazione si�atta al sottogruppo delle traslazioni spaziali e supponiamo


he esista una misura a valori proiettivi P (E) su R3
, a valori su H (spazio di Hilbert

di arrivo di V ) tale 
he
V~aP (E)V −1

~a = P (E + ~a)

per ogni ~a ∈ R
3
e E ∈ B(R3). Allora esiste un isomor�smo W di H su L2(R3 →

K; d3~x) tale 
he
(WV~aW

−1f)(~x) = f(~x− ~a)

per ogni f ∈ L2
. Poi
hè ~a 7→ V~a è una rappresentazione di un gruppo abeliano,

esiste uni
a la misura a valori proiettivi Q su B(R3) tale 
he

V~a =

∫

ei(~q·~a) dQ(~q)

La relazione (20) e l'uni
ità di Q 
i assi
urano 
he Q si annulla sul 
omplemento

dell'insieme {~q | ~q ·~q = r2}; infatti nello spazio di Hilbert L2(Oo
r → K; dσ dp0) (dove

K è lo spazio di Hilbert in 
ui agis
e la rappresentazione unitaria di G̃) V~a agis
e


ome l'operatore di moltipli
azione per la funzione e−i~p·~a
, quindi Q(E) è l'operatore

di moltipli
azione per χE e quindi si annulla sul 
omplemento dell'insieme ~p ·~p = r2.
Allora an
he WQW−1

si annulla sullo stesso insieme.

D'altra parte, usando la trasformata di Fourier-Plan
herel si ha

(FWV~aW
−1F−1f̂)(~p) = ei(~p·~a)f̂(~p)

Questo dimostra 
he la 
lasse di misure di WQW−1
è quella di Lebesgue. Ma 
iò

è assurdo, per
hè l'insieme dei ~p tali 
he ~p · ~p = r2 ha misura di Lebesgue nulla. Se

ne 
on
lude 
he l'ipotesi di partenza, 
ioè l'esistenza della misura P (E), è falsa e

quindi il sistema in esame non è lo
alizzabile.
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